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关于图的控制数的新上界
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摘　要：设Ｇ＝ Ｖ，( )Ｅ 是一个图，ＤＶ，如果对任意点ｖ∈Ｖ－Ｄ，存在ｕ∈Ｄ使得ｕｖ∈Ｅ，则称Ｄ为图Ｇ的

一个控制集，图Ｇ的最小控制集的容量称为控制数。通过选点控制的方法，获得了关于控制数的一些重要结论，
给出了图的控制数的若干新上界，并推广了一些已知的结果。
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　　本文中所指的图均为无向简单图，文中未说明
的符号和术语同于文献 ［１－２］。

设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为一个图，对ｕ∈Ｖ，ＮＧ（ｕ）和
ＮＧ[ ]ｕ分别表示 ｕ点在 Ｇ中的 （开）邻域和闭邻

域，ｄＧ（ｕ）＝ ＮＧ（ｕ） 表示 ｕ点在 Ｇ中度，Δ＝

Δ（Ｇ）和 δ（Ｇ）分别表示图 Ｇ的最大度和最小度，
ＮＧ（ｕ）、ＮＧ［ｕ］和ｄＧ（ｕ）在不会引起混淆时可分别
简记为 Ｎ（ｕ）、Ｎ［ｕ］和 ｄ（ｕ）。若 Ｓ Ｖ（Ｇ），记
Ｎ［Ｓ］＝∪

ｖ∈Ｓ
Ｎ［ｖ］。

对于ＳＶ（Ｇ），Ｇ［Ｓ］为Ｓ在Ｇ中的导出子图。
对于ｖ∈ Ｖ，则记 Ｇ－ｖ＝Ｇ［Ｖ（Ｇ）＼ｖ］；若 Ｓ
Ｖ（Ｇ），则记Ｇ－Ｓ＝Ｇ［Ｖ＼Ｓ］；若ＳＴＶ（Ｇ），
则记Ｔ－Ｓ＝Ｔ＼Ｓ。

１　若干引理
近几年来，图的控制理论研究的内容越来越广

泛，各类控制概念相继产生且研究成果不断丰富，

Ｈａｙｎｅｓ等人综述了图的控制理论研究方面的主要
研究成果，尤其是在图的点控制方面，提出了多种

控制概念［３－４］，但对于传统意义下的点控制问题，

并未取得太大的进展。早在１９７４年 Ａｒｎａｕｔｏｖ就给
出了下面关于控制数的一个上界，后来 Ａｌｏｎ和
Ｓｐｅｎｃｅｒ在１９９２年利用概率统计的方法也证明了此
上界。

引理１［５］　对任意ｎ阶图 Ｇ，δ＝δ（Ｇ）表示 Ｇ
的最小度，则有
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γ（Ｇ）≤ ｎ
１＋δ

（１＋ｌｎ（１＋δ））

对于上述引理所给出的上界，当 δ＝０时是平凡
的。当δ＝１时是明显可改进的。事实上有下面的
引理２。

引理２［２，４］　对任意 ｎ阶图 Ｇ，若 δ≥１，则有

γ（Ｇ）≤ ｎ
２ 。

在文献 ［４］中我们还刻划了使上式中等号成
立的所有连通图。

近些年来，图的控制理论主要着重于研究图的

边控制和特殊控制，文献 ［６］中综述了这一面的
主要成果，许多新的控制参数不断提出，如符号圈

控制［７］、Ｋ符号边控制［８］和混合控制等［９］。这极

大地丰富和完善了控制理论的内容。本文将通过选

点控制的方法，得出控制数的一个新上界，这将对

上述界限进行了很好的推广和改进，并由此产生许

多关于控制数的新上界。

２　主要结论及其证明
定理１　对任意 ｎ阶图 Ｇ和非负整数 ｋ（０≤ ｋ

≤ｎ－δ－１），Δ和δ分别表示图Ｇ的最大度和最小
度，则有

γ（Ｇ）≤ｋ＋１＋ｎ（１－１＋Δｎ ）（１－
１＋δ
ｎ－１）·

（１－１＋δｎ－２）…（１－
１＋δ
ｎ－ｋ）

证明　选取ｖ１∈Ｖ（Ｇ）且ｄ（ｖ１）＝Δ，记
Ｕ１ ＝Ｖ（Ｇ）－Ｎ［ｖ１］

可见 Ｕ１ ＝ｎ－Δ－１。在Ｎ［Ｕ１］＝∪ｖ∈Ｕ１
Ｎ［ｖ］中至

少有 Ｕ１ （１＋δ）个点 （此并集中每个点均按其出

现的次数计算），从而在Ｎ［Ｕ１］中至少有一个点ｖ２

出现了不少于
（ｎ－Δ－１）（１＋δ）

ｎ－１ 次，即 ｖ２点控

制Ｕ１中的点数不少于
（ｎ－Δ－１）（１＋δ）

ｎ－１ 。记

Ｕ２ ＝Ｖ（Ｇ）－Ｎ［ｖ１］－Ｎ［ｖ２］

故有 Ｕ２ ≤ｎ－Δ－１－
（ｎ－Δ－１）（１＋δ）

ｎ－１ ＝ｎ（１

－１＋Δｎ ）（１－
１＋δ
ｎ－１）。

同样地，Ｎ［Ｕ２］中至少有 Ｕ２ （１＋δ）个点，
故在 Ｎ［Ｕ２］中至少有一点 ｖ３ 出现了不少于
Ｕ２ （１＋δ）
ｎ－２ 次，即ｖ３控制了 Ｕ２中的点数不少于

Ｕ２ （１＋δ）
ｎ－２ ，记 Ｕ３ ＝Ｖ（Ｇ）－Ｎ［ｖ１］－Ｎ［ｖ２］－

Ｎ［ｖ３］可见 Ｕ３ ≤ Ｕ２ －
Ｕ２ （１＋δ）
ｎ－２ ＝ Ｕ２ （１

－１＋δｎ－２）≤ｎ（１－
１＋Δ
ｎ ）（１－

１＋δ
ｎ－１）（１－

１＋δ
ｎ－２）。

　　由此类推，经过ｋ＋１次时有
Ｕｋ＋１ ＝Ｖ（Ｇ）－Ｎ［ｖ１］－Ｎ［ｖ２］－

Ｎ［ｖ３］－… －Ｎ［ｖｋ＋１］
且

Ｕｋ＋１ ≤ｎ（１－
１＋Δ
ｎ ）（１－

１＋δ
ｎ－１）·

（１－１＋δｎ－２）…（１－
１＋δ
ｎ－ｋ）

令Ｓｋ＋１＝｛ｖ１，ｖ２，ｖ３，…，ｖｋ＋１｝，Ｄｋ＋１＝Ｓｋ＋１∪Ｕｋ＋１，显
然Ｄｋ＋１为图Ｇ的一个控制集，故有

γ（Ｇ）≤ Ｄｋ＋１ ＝ Ｓｋ＋１ ＋ Ｕｋ＋１ ≤

ｋ＋１＋ｎ（１－１＋Δｎ ）（１－
１＋δ
ｎ－１）·

（１－１＋δｎ－２）…（１－
１＋δ
ｎ－ｋ）

至此定理１证毕。
特别地，分别取ｋ＝０和ｋ＝１时，可得下面

的推论１。
推论１　设Ｇ为一个ｎ阶图（ｎ≥２），若Δ和δ

分别表示其最大度和最小度，则有

（ｉ）γ（Ｇ）≤ｎ－Δ；

（ｉｉ）γ（Ｇ）≤ｎ－（Δ＋δ）＋ Δ（１＋δ）
ｎ－１

。

由上述定理１也可直接得出下面的推论２。
推论２　设Ｇ为一个ｎ阶图（ｎ≥２），若Δ和δ

分别为其最大度和最小度，则对任意非负整数 ｋ，
均有

γ（Ｇ）≤ｋ＋１＋ｎ（１－１＋Δｎ ）（１－
１＋δ
ｎ－１）

ｋ

　　推论３　在上述推论２中，当 ｋ为任何非负实
数时，结论均成立。

证明　因当实数ｋ＝０或者 ｋ≥ ｎ时，推论３
显然成立。下设ｋ∈（０，ｎ）。

令函数 ｆ（ｘ）＝ｘ＋１＋ｎ（１－１＋Δｎ ）（１－

１＋δ
ｎ－１）

ｘ。考察函数ｆ（ｘ）的单调性，因为其导数

ｆ′（ｘ）＝１＋ｎ（１－１＋Δｎ ）（１－
１＋δ
ｎ－１）

ｘｌｎ（１－１＋δｎ－１）

可见ｆ′（ｘ）＝０有唯一的正实数根ｘ＝ｘ０。当０≤ｘ
≤ ｘ０时ｆ′（ｘ）≥０；当ｘ≥ｘ０时ｆ′（ｘ）≤０。即ｆ（ｘ）
在［０，ｘ０］上递增，在［ｘ０，ｎ］上递减。从而当ｋ∈
（０，ｎ）时，有

γ（Ｇ）≤ｍｉｎ｛ｆ（０），ｆ（ｎ）｝≤ｆ（ｋ）＝

０７
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ｋ＋１＋ｎ（１－１＋Δｎ ）（１－
１＋δ
ｎ－１）

ｋ

推论３证毕。
定理２　设Ｇ为一个ｎ阶图（ｎ≥２），若Δ和δ

分别为其最大度和最小度，则有

γ（Ｇ）≤ｎ＋δ－Δ＋（ｎ－１）ｌｎ（１＋δ）１＋δ
　　证明　由于不等式１＋ｘ≤ｅｘ对一切实数ｘ成

立，根据推论２及推论３，取ｋ＝ｎ－１１＋δ
ｌｎ（１＋δ），

得知ｋ≥０，从而有

γ（Ｇ）≤ｋ＋１＋ｎ（１－１＋Δｎ ）（１－
１＋δ
ｎ－１）

ｋ≤

ｋ＋１＋ｎ（１－１＋Δｎ ）·ｅｘｐ［－
１＋δ
ｎ－１］

ｋ ＝

ｎ－１
１＋δ

ｌｎ（１＋δ）＋１＋（ｎ－Δ－１）· １
１＋δ

＝

ｎ＋δ－Δ＋（ｎ－１）ｌｎ（１＋δ）
１＋δ

至此，定理２证毕。
比较上述定理２与引理１，由于
ｎ＋δ－Δ＋（ｎ－１）ｌｎ（１＋δ）

１＋δ
＝

ｎ
１＋δ

（１＋ｌｎ（１＋δ））－Δ－δ＋ｌｎ（１＋δ）１＋δ

且
Δ－δ＋ｌｎ（１＋δ）

１＋δ ≥０，此等式成立当且仅当 Δ

＝δ＝０。因此，定理２所给出的上界一般都优于引
理１给出的上界，仅当Ｇ＝Ｋｎ为空图（Δ＝δ＝０）
时两者相同。

通过比较引理１和引理２不难发现，当２≥ δ
≥０时，引理２优于引理１，且文献 ［２，６］中给

出了满足δ＝２且γ（Ｇ）＝ ｎ
２ 的所有ｎ阶连通图Ｇ。

　　一个图Ｇ的围长ｇ（Ｇ）是指图Ｇ中最短圈的长
度，若Ｇ为一个无圈图 （森林），则定义其围长为

无穷大。

定理３　设Ｇ为一个ｎ阶图（ｎ≥３），若其最小
度δ≥２且ｇ（Ｇ）≥５，则有

γ（Ｇ）≤δ－１＋ｎ２（１－
１＋Δ
ｎ ）（１－

１＋δ
ｎ－１）·

（１－１＋δｎ－２）…（１－
１＋δ
ｎ－δ＋２

）

　　证明　与定理１的证明完全一样地得到Ｕｋ＋１和
Ｓｋ＋１。注意到

Ｕｋ＋１ ＝Ｖ（Ｇ）－Ｎ［ｖ１］－Ｎ［ｖ２］－
Ｎ［ｖ３］－… －Ｎ［ｖｋ＋１］

对于任意点 ｖ∈ Ｕｋ＋１，对于每个 ｊ（ｊ＝１，２，…，ｋ＋
１），ｖ点与Ｎ［ｖｊ］中至多一个点相邻接 （否则，Ｇ中

存在长度为４的圈，这与ｇ（Ｇ）≥５相矛盾）。
令ｋ＝δ－２≥０，且Ｈ＝Ｇ［Ｕｋ＋１］为Ｕｋ＋１在Ｇ

中的导出子图。由于每个点ｖ∈Ｕｋ＋１与Ｎ［ｖｊ］中至
多一个点相邻接（ｊ＝１，２，…，ｋ＋１），故ｖ点与Ｕｋ＋１
之外的至多ｋ＋１＝δ－１个点相邻，从而 ｖ点与
Ｕｋ＋１内的至少一个点相邻接。即有δ（Ｈ）≥１。由引

理２知γ（Ｇ）≤
Ｕｋ＋１
２ 。

取图Ｈ的一个最小控制集Ｄｋ＋１，即有 Ｄｋ＋１ ≤
１
２ Ｕｋ＋１ 。令Ｄ＝Ｓｋ＋１∪Ｄｋ＋１，可见Ｄ为图Ｇ的一

个控制集。注意到ｋ＝δ－２，且由定理１证明中知

Ｕｋ＋１ ≤ｎ（１－
１＋Δ
ｎ ）·

（１－１＋δｎ－１）（１－
１＋δ
ｎ－２）…（１－

１＋δ
ｎ－ｋ）

从而有

γ（Ｇ）≤ Ｄ ＝ Ｓｋ＋１ ＋ Ｄｋ＋１ ≤

ｋ＋１＋１２ Ｕｋ＋１ ≤

ｋ＋１＋ｎ２（１－
１＋Δ
ｎ ）（１－

１＋δ
ｎ－１）·

（１－１＋δｎ－２）…（１－
１＋δ
ｎ－ｋ）＝

δ－１＋ｎ２（１－
１＋Δ
ｎ ）（１－

１＋δ
ｎ－１）·

（１－１＋δｎ－２）…（１－
１＋δ
ｎ－δ＋２

）

至此，定理３证毕。
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